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Abstrak 
Misalkan G = (V (G), E(G)) adalah suatu graf dan k merupakan suatu bilangan bulat positif. 
Suatu pelabelan−𝑘 total dari G adalah suatu fungsi 𝑓 ∶  𝑉 (𝐺)  ∪  𝐸(𝐺)  →  {1,2, . . . , 𝑘}. Bobot 
titik v berdasarkan pelabelan f dinotasikan dengan 𝑤𝑓(𝑣) dan didefinisikan dengan 𝑤𝑓(𝑣) = f(v) 
+ ∑  𝑓(𝑢𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) . Suatu pelabelan−𝑘 total dari G disebut sebagai pelabelan total tak teratur 
titik ketika tidak ada dua titik berbeda dengan bobot yang sama. Nilai total ketakteraturan titik 
dari G, dilambangkan dengan 𝑡𝑣𝑠(𝐺), adalah nilai 𝑘 terkecil sehingga G memuat pelabelan−𝑘 
total tak teratur titik. Misalkan G dan 𝐻 merupakan suatu graf berorde n dan m, berturut-turut. 
Hasil kali Corona 𝐺 ⊙ 𝐻 adalah suatu graf yang dibentuk dengan mengambil satu salinan dari 
𝐺 dan 𝑛 salinan dari 𝐻 dengan menghubungkan setiap titik pada salinan ke−𝑖 dari 𝐻 ke titik 
ke−𝑖 dari 𝐺 untuk  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Pada karya tulis ini, ditentukan nilai total ketakteraturan titik 
dari graf hasil kali Corona antara graf prisma dengan komplemen graf lengkap. 
 
Kata kunci: hasil kali Corona; nilai total ketakteraturan titik; pelabelan graf 
Abstract 
For a graph G = (V (G), E(G)) and a positive integer k, a total k-labeling of G is a function from 
 𝑉 (𝐺)  ∪  𝐸(𝐺) to {1,2, . . . , 𝑘}. The vertex weight v by the labeling f defined by wf(v) = f(v) + 
∑  𝑓(𝑢𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) . A vertex irregular total k-labeling f is a total k-labeling such that there are no two 
vertices with the same weight. The total vertex irregularity strength of G is the minimum k such that G 
has a vertex irregular total k-labeling and denoted by tvs(G), Let G and H be a graph with order n and 
m, respectively. The corona product 𝐺 ⊙ 𝐻 is a graph obtained by taking one copy of G and n copies 
of H and join each vertex of the i-th copy of H to the i-th vertex of G, for every 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. In this paper, 
we determine the exact value of  total vertex irregularity strength of Corona product of prism and 
complement of complete graph. 
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1  Pendahuluan 
Pelabelan graf adalah suatu cabang dari teori graf yang banyak dimanfaatkan dalam berbagai 
bidang keilmuan seperti Kimia, Teknik Sipil, Industri, Jaringan Komunikasi, Astronomi, 
Elektronika, Sistem Keamanan, Psikologi Sosial, Pemrograman dan lain sebagainya. Aplikasi 
pelabelan graf dalam kimia salah satunya adalah penentuan struktur kristal yang diolah dari 
data X-Ray Diffraction (XRD) (Hedge, 2007).  Krishnaa (2016) dalam artikelnya menyatakan 
bahwa sistem pengamanan dalam sebuah gedung dapat diatur berdasarkan pelabelan graf agar 
semua area khususnya area-area yang rawan dapat diawasi dengan baik. Pelabelan graf juga 
dapat menentukan sistem mutualisme antara konsumen dan distributor terkait perbedaanya 
 permintaan dan persediaan barang atau jasa yang ada (Krishnaa, 2016). Dalam artikelnya 
Prasana, Sravathi, dan Sudhakar (2014) menjelaskan bahwa pelabelan graf berkontribusi baik 
dalam jaringan komunikasi baik nirkabel/wireless maupun dangan kabel/wired, lebih jauh 
mereka membahas bahwa pelabelan graf juga dimanfaatkan untuk penentuan berbagai 
saluran/channel dalam jaringan komunikasi. Selain itu, pelabelan graf juga dapat digunakan 
untuk menganalisis masalah pada jaringan Ad hoc seluler, seperti konektivitas, skalabilitas, 
perutean, pemodelan jaringan dan simulasi (Verkey, 2015). Dengan berbagai terapan tersebut, 
pelabelan graf masih sangat bepotensi untuk berkembang baik dari segi teori maupun 
aplikasinya. Pada artikel ini, dikaji suatu jenis pelabelan yang berkembang sangat pesat, yaitu 
pelabelan tak teratur. Pertama kali pelabelan tak teratur ini diperkenalkan oleh Martin Bača 
dkk. (2007).  Adapun definisi dari pelabelan total tak teratur titik adalah sebagai berikut. 
 
Misalkan didefinisikan suatu pelabelan total 𝑓: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) → {1,2,  ⋯ , 𝑘}, dimana  𝑉(𝐺) 
adalah himpunan titik dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan sisi dari suatu graf 𝐺. Pelabelan 𝑓   dikatakan 
pelabelan−𝑘 total tak teratur titik di 𝐺 jika setiap dua titik berbeda 𝑥 dan 𝑦 di 𝑉(𝐺) memenuhi 
𝑤𝑓(𝑥) ≠ 𝑤𝑓(𝑦) dimana 𝑤𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑣) +  ∑  𝑓(𝑢𝑣)𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) . Nilai total ketakteraturan titik dari 
graf 𝐺 yang dilambangkan dengan 𝑡𝑣𝑠(𝐺), adalah 𝑘 minimum sehingga graf 𝐺 memiliki suatu 
pelabelan−𝑘 total tak teratur titik (Bača dkk, 2007). Ba?̌?𝑎 dkk. (2007) memberikan suatu batas 
atas maupun batas bawah 𝑡𝑣𝑠(𝐺) untuk sebarang graf 𝐺 yang memiliki 𝑝 titik, 𝑞 sisi, derajat 
minimum 𝛿 dan derajat maksimum Δ.  
 
Beberapa hasil penelitian tentang penentuan nilai 𝑡𝑣𝑠 telah dilakukan penulis dan telah 
dipublikasikan pada beberapa jurnal maupun prosiding internasional, diantaranya, pada 
makalah (Ramdani dkk, 2016), penulis memberikan sebuah batas atas dan nilai eksak dari nilai 
total ketakteraturan titik  dari gabungan saling lepas beberapa graf. Pada makalah yang sama, 
penulis memberikan nilai eksak dari total ketakteraturan titik dari gabungan saling lepas 
beberapa graf teratur. Pada makalah yang lain (Ramdani dkk, 2015), penulis memberikan suatu 
batas atas dari nilai total ketakteraturan titik dari hasil kali Cartesian antara graf lintasan dengan 
sebarang graf. Pada makalah (Ramdani dkk, 2019), penulis menentukan nilai eksak 𝑡𝑣𝑠(𝐺) 
untuk 𝐺 graf hasil operasi sisir antara lingkaran dengan lintasan berorde 3. Pada makalah 
(Ramdani dkk, 2019b) penulis memberikan nilai eksak dari 𝑡𝑣𝑠(𝐺) untuk 𝐺 graf-graf yang 
dibentuk dari graf bintang, serta pada makalah (Ramdani dkk, 2018), penulis memperoleh nilai 
eksak dari total ketakteraturan titik dari hasil operasi sisir antara dua graf lingkaran 𝐶𝑛 dan 𝐶4. 
 
Beberapa hasil penelitian lain terkait pelabelan total tak teratur titik diberikan berikut ini. 
 
Przybylo, pada makalah (Przybylo, 2009), memberikan batas linier dari 𝑡𝑣𝑠(𝐺).  
Pada makalah (Nurdin dkk, 2010), Nurdin membuktikan bahwa  
𝑡𝑣𝑠(𝐺) ≥ max {⌈
𝛿 + 𝑛𝛿
𝛿 + 1
⌉ , ⌈
𝛿 + 𝑛𝛿 + 𝑛𝛿+1
𝛿 + 2
⌉ ,  ⋯ , ⌈
𝛿 + ∑ 𝑛𝑖
∆
𝑖=𝛿
∆ + 1
⌉}          (2.1) 
Untuk setiap graf terhubung 𝐺 yang memiliki 𝑛𝑖 titik berderajat 𝑖 (𝑖 = 𝛿,  𝛿 + 1,  𝛿 + 2,  ⋯ ,  ∆), 
dimana 𝛿 dan ∆ berturut-turut merupakan derajat minimun dan maksimum dari 𝐺.  
 
Penelitian lain mengenai penentukan nilai tvs dari suatu graf diberikan oleh Guo pada makalah 
(Guo dkk, 2015) yang memperoleh nilai tvs dari graf lengkap m-partit. Selain itu, Jeyanthi, dkk. 
pada makalah (Jeyanthi dkk, 2016), memberikan nilai total ketakteraturan titik dari hasil kali 
Corona dari beberapa graf tertentu. Majerski dkk. (Majerski dan Przybylo, 2014) menghasilkan 
nilai tvs dari graf dense. Rajasing, pada makalah (Rajasing dan Annamma, 2015), memperoleh 
nilai total ketakteraturan titik dari graf Hamilton 1-fault tolerant. Selain itu, Susilawati, dkk. 
  
pada makalah (Susilawati dkk, 2018) memberikan nilai tvs dari beberapa graf pohon dengan 
derajat maskimum tertentu.  
 
Dengan berkembangnya penelitian terkait pelabelan total tak teratur titik ini, maka penulis 
tertarik untuk mengkaji nilai tvs dari graf lain yang merupakan hasil operasi dari dua buah graf. 
Penulis memilih graf hasil kali Corona karena operasi ini mempertahankan struktur derajat dari 
garf-graf asalnya. Untuk itu, pada karya tulis ini, ditentukan nilai total ketakteraturan titik dari 
graf hasil kali Corona antara prisma dengan komplemen graf lengkap. 
 
Graf prisma dengan 2𝑛 titik, dinotasikan dengan 𝐶𝑛 ◻ 𝑃2, adalah hasil kali Cartesian antara 
lingkaran 𝐶𝑛 dengan lintasan 𝑃2. Graf lingkaran yang memiliki 𝑛 titik, dilambangkan 
dengan 𝐶𝑛, merupakan graf yang setiap titiknya berderajat 2. Graf lintasan berorde n, 
dinotasikan dengan Pn, merupakan sebuah graf dengan dua buah titik berderajat 1 dan 𝑛 − 2 
buah titik berderajat 2. Graf lengkap yang memiliki 𝑛 titik, dilambangkan dengan 𝐾𝑛, adalah 
suatu graf yang setiap sembarang pasangan dua buah titiknya adalah bertetangga. Komplemen 
dari graf lengkap 𝐾𝑛, dilambangkan dengan 𝐾𝑛̅̅̅̅  merupakan graf dengan 𝑛 titik yang tidak 
memuat sisi.  
 
Secara umum, graf hasil kali Cartesian 𝐺 ◻ 𝐻 dari graf G dan H, adalah sebuah graf dimana 
himpunan titiknya merupakan hasil kali Cartesian  𝑉(𝐺) × 𝑉(𝐻) dan dua titik (𝑢, 𝑢0) dan 
(𝑣, 𝑣0) bertetangga di  𝐺 ◻ 𝐻 jika dan hanya jika 𝑢 = 𝑣 dan 𝑢0 bertetangga dengan 𝑣0 di 𝐻, 
atau 𝑢0 = 𝑣0 dan 𝑢 bertetangga dengan 𝑣 di 𝐺.  Misalkan G merupakan suatu graf berorde n, 
dan H merupakan graf berorde m. Hasil kali Corona 𝐺 ⊙ 𝐻 adalah suatu graf yang dibentuk 
dengan mengambil satu salinan dari 𝐺 dan 𝑛 Salinan dari 𝐻, dengan menghubungkan setiap 
titik pada salinan ke−𝑖 dari 𝐻 ke titik ke−𝑖 dari 𝐺 untuk  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 
2  Metodologi 
Adapun metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:  
1. Penentuan batas bawah nilai ketakteraturan. Metode ini dilakukan dengan mengkaji 
struktur dari suatu graf. Kajian ini diperlukan untuk menetapkan posisi titik-titik dan sisi-
sisi yang akan dilabeli sedemikian rupa sehingga bobot yang dihasilkan berbeda. 
2. Penentuan batas atas nilai ketakteraturan. Metode ini dilakukan dengan mengkonstruksi 
suatu pelabelan pada graf yang diteliti sedemikian rupa sehingga pelabelan tersebut 
merupakan suatu pelabelan total tak teratur titik. Konstruksi dilakukan dengan 
memperhatikan derajat titik di grafnya. Labeli titik dan sisi di graf dengan pelabelan-k total 
tak teratur titik sedemikian sehingga titik-titik dengan derajat yang lebih kecil memperoleh 
bobot yang lebih kecil, serta sisi-sisi yang menempel pada titik yang berderajat lebih kecil 
memiliki bobot sisi yang lebih kecil. Hal ini dilakukan untuk mempertahankan label 
terbesar. Seandainya dapat ditunjukkan bahwa tidak terdapat pelabelan−k total tak teratur 
titik pada G, maka batas bawah harus dinaikkan menjadi k0 = k+1. Selanjutnya diselidiki 
kembali adanya pelabelan−k0 total tak teratur titik pada graf tersebut.  
3  Hasil dan Pembahasan 
Hasil penelitian penulis diberikan pada Teorema 3.1 berikut: 
Teorema 3.1 Misalkan (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ adalah graf hasil kali Corona antara prisma dengan 
komplemen graf lengkap berorde 2, maka 
𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶n) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) = 2𝑛 + 1. 
 Bukti. Graf (𝑃2 ◻ 𝐶n) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅ merupakan graf dengan himpunan titik {𝑢𝑖|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪
{𝑣𝑖|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖
1|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖
2|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑣𝑖
1|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑣𝑖
2|𝑖 =
1,2, ⋯ , 𝑛} dan himpunan sisi {𝑢𝑖𝑢𝑖
1|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖𝑢𝑖
2|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑣𝑖𝑣𝑖
1|𝑖 =
1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑣𝑖𝑣𝑖
2|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖𝑢𝑖+1|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛} ∪
{𝑣𝑖𝑣𝑖+1|𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛}, dengan 𝑢𝑛𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛𝑢1 .dan 𝑣𝑛𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛𝑣1.  
Ilustrasi dari graf hasil kali Corona (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅ disajikan pada Gambar 3.1. 
 
Gambar 3.1. Ilustrasi dari graf hasil kali Corona (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅ 
Graf hasil kali Corona (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ memiliki 4𝑛 buah titik yang berderajat 1 dan 2𝑛 buah 
titik berderajat 4. Derajat terkecil dan terbesar dari (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ berturut-turut adalah 1 dan 
4. Maka berdasarkan Ketaksamaan  (2.4), diperoleh 
𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅) ≥ max {⌈
1 + 4𝑛
1 + 1
⌉ , ⌈
1 + 4𝑛 + 2𝑛
5
⌉}
⟺ 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) ≥ max {⌈
4𝑛 + 1
2
⌉ , ⌈
6𝑛 + 1
5
⌉}
⟺ 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) ≥ ⌈
4𝑛 + 1
2
⌉
⟺ 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) ≥ 2𝑛 + 1
 
 
Berdasarkan uraian ekivalensi di atas, diperoleh suatu ketaksamaan sebagai berikut. 
 
𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅) ≥ 2𝑛 + 1                              (3.1) 
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) ≤ 2𝑛 + 1. Didefinisikan suatu 
pelabelan total 𝑓 pada (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ sebagai berikut. 
 
𝑓(𝑢𝑖) = 𝑓(𝑣𝑖) = 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖) = 2𝑛 + 1; 
𝑓(𝑢𝑖
1) = 𝑓(𝑢𝑖
2) = 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖
1) = 𝑖; 
𝑓(𝑣𝑖
1) = 𝑓(𝑣𝑖
2) = 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖
1) = 𝑛 + 𝑖; 
𝑓(𝑢𝑖
1𝑢𝑖
2) = 𝑖 + 1; 
𝑓(𝑣𝑖
1𝑣𝑖
2) = 𝑛 + 𝑖 + 1. 
 
  
Berdasarkan pelabelan 𝑓 di atas dapat diperoleh bobot pada titik-titik di (𝐶𝑛 ◻ 𝑃2) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ 
sebagai berikut: 
𝑤𝑓(𝑢𝑖
1) = 𝑓(𝑢𝑖
1) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖
1) = 𝑖 + 𝑖 = 2𝑖; 
𝑤𝑓(𝑢𝑖
2) = 𝑓(𝑢𝑖
2) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖
2) = 𝑖 + (𝑖 + 1) = 2𝑖 + 1; 
𝑤𝑓(𝑣𝑖
1) = 𝑓(𝑣𝑖
1) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖
1) = (𝑛 + 𝑖) + (𝑛 + 𝑖) = 2(𝑛 + 𝑖); 
𝑤𝑓(𝑣𝑖
2) = 𝑓(𝑣𝑖
2) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖
2) = (𝑛 + 𝑖) + (𝑛 + 𝑖 + 1) = 2𝑛 + 2𝑖 + 1 = 2(𝑛 + 𝑖) + 1; 
𝑤𝑓(𝑢𝑖) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖
1) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢2
1) + 𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) + 𝑓(𝑢𝑖−1𝑢𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖)
= (2𝑛 + 1) + (𝑖) + (𝑖 + 1) + (2𝑛 + 1) + (2𝑛 + 1) + (2𝑛 + 1) = 4(2𝑛 + 1) + 2𝑖 + 1
= 8𝑛 + 2𝑖 + 5;
 
𝑤𝑓(𝑣𝑖) = 𝑓(𝑣𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖
1) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣2
1) + 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) + 𝑓(𝑣𝑖−1𝑣𝑖) + 𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖)
= (2𝑛 + 1) + (𝑛 + 𝑖) + (𝑛 + 𝑖 + 1) + (2𝑛 + 1) + (2𝑛 + 1) + (2𝑛 + 1)
= 10𝑛 + 2𝑖 + 5.
 
 
Dari uraian bobot-bobot titik di atas akan dibuktikan bahwa tidak ada dua titik yang memiliki 
bobot yang sama  berdasarkan pelabelan 𝑓 di (𝐶𝑛 ◻ 𝑃2) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ . Perhatikan bahwa dengan sifat-
sifat bilangan bulat untuk setiap 𝑖 ≠ 𝑗 berimplikasi pada 
(i). 2𝑖 ≠ 2𝑗 yang mengakibatkan bobot  𝑤𝑓(𝑢𝑖
1) ≠ 𝑤𝑓(𝑢𝑗
1); 
(ii). 2𝑖 + 1 ≠ 2𝑗 + 1 yang mengakibatkan bobot 𝑤𝑓(𝑢𝑖
2) ≠ 𝑤𝑓(𝑢𝑗
2); 
(iii). 2𝑛 + 2𝑖 ≠ 2𝑛 + 2𝑗 yang mengakibatkan bobot 𝑤𝑓(𝑣𝑖
1) ≠ 𝑤𝑓(𝑣𝑗
1); 
(iv). 2𝑛 + 2𝑖 + 1 ≠ 2𝑛 + 2𝑗 + 1 yang mengakibatkan bobot 𝑤𝑓(𝑣𝑖
2) ≠ 𝑤𝑓(𝑣𝑗
2);  
(v). 8𝑛 + 2𝑖 + 5 ≠ 8𝑛 + 2𝑗 + 5 yang mengakibatkan bobot 𝑤𝑓(𝑢𝑖) ≠ 𝑤𝑓(𝑢𝑗); dan 
(vi). 10𝑛 + 2𝑖 + 5 ≠ 10𝑛 + 2𝑗 + 5 yang mengakibatkan bobot 𝑤𝑓(𝑣𝑖) ≠ 𝑤𝑓(𝑣𝑗), 
 
sedangkan untuk setiap  𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} dapat dilihat dengan jelas bahwa bobot 𝑤𝑓(𝑢𝑖
1) ∈
{2,4, … , 2𝑛}, bobot 𝑤𝑓(𝑢𝑖
2) ∈ {1, 3, 5, … , 2𝑛 + 1}, bobot 𝑤𝑓(𝑣𝑖
1) ∈ {2𝑛 + 2, 2𝑛 + 4, … ,4𝑛 −
2, 4𝑛}, bobot 𝑤𝑓(𝑣𝑖
2) ∈ {2𝑛 + 1, 2𝑛 + 3, … ,4𝑛 − 1, 4𝑛 + 1},  bobot 𝑤𝑓(𝑢𝑖) ∈ {8𝑛 + 7, 8𝑛 +
9, … , 10𝑛 + 5}, dan bobot 𝑤𝑓(𝑣𝑖) ∈ {10𝑛 + 7, 10𝑛 + 9, … ,12𝑛 + 5}. Sehingga dapat ditarik 
kesimpulan bahwa untuk sembarang 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2, … , 𝑛} terpenuhi 𝑤𝑓(𝑢𝑖
1) ≠ 𝑤𝑓(𝑢𝑗
2), 
𝑤𝑓(𝑣𝑖
1) ≠ 𝑤𝑓(𝑣𝑗
2), dan 𝑤𝑓(𝑢𝑖
𝑎) < 𝑤𝑓(𝑣𝑗
𝑏) < 𝑤𝑓(𝑢𝑘) < 𝑤𝑓(𝑣𝑙) 𝑢ntuk 𝑎, 𝑏 ∈ {1,2}, dengan 
kata lain telah terbukti untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ (𝐶𝑛 ◻ 𝑃2) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅  terbukti bahwa 𝑤𝑓(𝑥) ≠ 𝑤𝑓(𝑦). 
 
Penjelasan di atas memberikan gambaran bahwa pelabelan f yang telah didefinisikan tersebut 
menghasilkan bobot berbeda untuk setiap titik di (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅.  Berdasarkan definisi maka 
pelabelan f merupakan pelabelan total tak teratur titik di (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅.  Label terbesar yang 
memenuhi adalah 2𝑛 + 1, yang digunakan pada titik 𝑢𝑖 dan 𝑣𝑖 juga pada sisi 𝑢𝑖𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 
𝑢𝑖𝑣𝑖, dan 𝑣𝑛
1𝑣𝑛
2. Dengan demikian diperoleh ketaksamaan 
𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) ≤ 2𝑛 + 1.                     (3.2) 
 
Berdasarkan Ketaksamaan (3.1) dan (3.2) dengan menggunakan teorema apit pada bilangan 
real dapat disimpulkan bahwa kesamaan berlaku yaitu: 
 
𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅) = 2𝑛 + 1.  
∎ 
 Ilustrasi dari pelabelan total tak teratur f pada graf (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ diberikan pada Gambar 3.2 
(a), sedangkan bobot pada setiap titik pada (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅ berdasarkan pelabelan pada bagian 
(a) diberikan pada bagian Gambar 3.2 (b). 
   
(a)                                                                  (b) 
Gambar 3.2 (a) Ilustrasi pelabelan total tak teratur titik f pada graf (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅ untuk 
𝑛 = 7; (b) Bobot pada setiap titik pada (𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ berdasarkan pelabelan 𝑓 
 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan pembahasan pada Bagian 3, diperoleh suatu batas bawah 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) 
dengan memperhatikan struktur grafnya, meliputi derajat titik-titiknya serta banyaknya titik 
pada graf tersebut. Juga telah dilakukan konstruksi suatu pelabelan total tak teratur titik pada 
(𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅ dengan mempertahankan label-labelnya sehingga label terbesar tidak 
melebihi batas bawah yang telah diperoleh sebelumnya. Dengan demikian, diperoleh suatu 
batas atas 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅) dan batas bawah 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅) dengan nilai sama, 
sehingga diperoleh suatu nilai eksak dari 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙  𝐾2̅̅ ̅), yaitu 2𝑛 + 1. Maka dapat 
disimpulkan bahwa 𝑡𝑣𝑠((𝑃2 ◻ 𝐶𝑛) ⊙ 𝐾2̅̅ ̅) = 2𝑛 + 1. 
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